
Лабораторные работы по ТФКП

Лабораторная работа №1 Комплексные числа
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2 Найти все значения корня и изобразить в комплексной плоскости все корни.
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3 Найти множества точек на плоскости 
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, которые определяются заданными условиями:
3.1 
[image: image55.wmf]3

1

,

4

1

³

+

<

-

z

z

.
3.2 
[image: image56.wmf]1

Re

,

2

>

£

-

z

i

z

.
3.3 
[image: image57.wmf]1

,

1

1

<

-

<

+

i

z

z

.
3.4 
[image: image58.wmf]1

Re

,

1

Im

,

1

1

³

>

<

-

-

z

z

i

z

.
3.5 
[image: image59.wmf]2

,

1

<

>

+

z

i

z

.

3.6 
[image: image60.wmf]2,0,25arg

zz

pp

<££

.
3.7 
[image: image61.wmf]1

2

,

1

1

£

+

>

+

-

z

i

z

.
3.8 
[image: image62.wmf]4,0arg0,5

ziz

p

-<££

.
3.9 
[image: image63.wmf]2

,

1

1

£

-

>

+

+

i

z

i

z

.
3.10 
[image: image64.wmf]2

Re

1

,

1

Im

0

,

1

1

£

£

£

£

<

-

z

z

z

.
3.11 
[image: image65.wmf]1

Re

,

2

2

³

£

+

z

i

z

.
3.12 
[image: image66.wmf]1

1

,

2

³

+

+

<

+

i

z

i

z

.
3.13 
[image: image67.wmf]1

Re

1

,

2

Im

,

1

£

£

-

>

<

-

z

z

i

z

.
3.14 
[image: image68.wmf]4

arg

4

,

2

2

p

p

£

£

-

<

-

z

i

z

.
4 Найти решение уравнения:
	4.1 
[image: image69.wmf]2

1

3

2

1

=

+

-

+

+

i

i

i

z

.
	4.2 
[image: image70.wmf]1

8

1

3

1

5

=

+

-

+

-

i

i

i

z

.
	4.3 
[image: image71.wmf]3

2

1

3

4

2

5

=

+

+

+

+

i

i

i

z

i

.

	4.4 
[image: image72.wmf]10

1

3

2

6

=

-

+

+

-

i

i

i

z

i

.
	4.5 
[image: image73.wmf]1

2

3

2

6

=

-

-

-

+

i

i

i

z

i

.
	4.6 
[image: image74.wmf]2

1

3

2

6

4

=

+

-

+

+

i

i

i

z

.

	4.7 
[image: image75.wmf]2

1

3

2

4

2

=

+

-

+

+

i

i

i

z

.
	4.8 
[image: image76.wmf]7

9

1

5

2

3

=

+

+

+

-

i

i

i

z

i

.
	4.9 
[image: image77.wmf]5

9

1

6

9

2

2

=

-

+

+

-

i

i

i

z

.

	4.10 
[image: image78.wmf]3

5

4

4

3

2

1

=

+

-

+

-

i

i

i

z

.
	4.11 
[image: image79.wmf]7

3

6

2

9

7

=

-

+

+

+

i

i

i

z

i

.
	4.11 
[image: image80.wmf]7

3

6

2

9

7

=

-

+

+

+

i

i

i

z

i

.

	4.13 
[image: image81.wmf]1

3

1

9

2

3

=

+

-

+

+

i

i

i

z

i

.
	4.14 
[image: image82.wmf]1

3

2

5

4

4

2

=

+

-

+

+

i

i

i

z

i

.
	


Решение типовых примеров

1 Даны два комплексных числа 
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Решение. Используя правила сложения, вычитания, умножения и деления комплексных чисел в алгебраической форме, получим:
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2 Вычислить 
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Решение. Представим 
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Подставляя в формулу 
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3 Найти все значения корня 
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 и изобразить их в комплексной плоскости 
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Решение. Для комплексного числа 
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По формуле Муавра получим:
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Точки z0, z1, z2, z3, z4 являются вершинами правильного пятиугольника, вписанного в окружность радиусом 
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Рисунок 1 – Корни комплексного числа 
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Рисунок 2 – Множество 
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4 Изобразить на плоскости 
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Решение. Комплексное число 
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 изображается вектором, началом которого является точка 
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Лабораторная работа №2 Функции комплексной переменной

1 Найти действительную и мнимую части функции:
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2 Вычислить значения функции:
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3 Вычислить пределы:
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4 Найти дробно-линейную функцию, переводящую три точки 
[image: image237.wmf]123

,,

zzz

 соответственно в три точки
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. Выяснить, во что переходит при этом отображении область 
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Решение типовых примеров:
1 Найти действительную и мнимую части функции 
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2 Вычислить значения функции в точке: 
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3 Вычислить пределы:

а) 
[image: image308.wmf]2

2

24

54

n

nini

z

inni

+-+

=

-+

;     б) 
[image: image309.wmf]tg

n

i

zn

n

=

;    в) 
[image: image310.wmf]0

cos

lim

ch

z

z

iz

®

.
Решение. а) 
[image: image311.wmf]2

2

2

2

2

2

24

1

241

limlim

54

54

nn

ii

n

nini

nn

i

i

innii

ni

nn

®¥®¥

-+

æö

+++

ç÷

+-+

èø

===-

-+

æö

-+

ç÷

èø

;

б) 
[image: image312.wmf]tgsin

limtglimlim1lim

1

coscos

nnnn

ii

iii

nn

ni

iii

n

nnnn

®¥®¥®¥®¥

==×=×=

.

в)  
[image: image313.wmf]§

¨

22

000

coscos

limchcoslimlimcos1

chcos

zzz

zz

izzz

izz

®®®

=====

.

4 Найти дробно-линейную функцию, переводящую три точки 
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Найдём, во что перейдёт область 
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Возьмём произвольным образом внутреннюю точку области 
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Лабораторная работа №3 Дифференцируемость функции комплексной переменной

1 Проверить, являются ли дифференцируемыми функции:
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2 Найти аналитические функции 
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 по заданной действительной 
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 части (предварительно проверив, что функция может быть действительной или мнимой частью аналитической функции):
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3 Найти конечную неподвижную точку (если она существует) отображения 
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fz

,  угол поворота и коэффициент растяжения в точке 
[image: image386.wmf]0

z


	
	а
	б

	3.1 
	
[image: image387.wmf]2

0

(),1

fzzzzi

=+=+

;
	
[image: image388.wmf]0

()5,ln30,25;

z

fzzezi

p

=-+=+



	3.2 
	
[image: image389.wmf]0

(),ln2

z

fzzeizi

=+=+

;
	
[image: image390.wmf]0

()sin6,0;

fzzzz

=-=



	3.3 
	
[image: image391.wmf]0

()sin,1

fzzzzi

=+=-

;
	
[image: image392.wmf]0

()sin4,0;

fzzzz

=-+=



	3.4 
	
[image: image393.wmf]0

(),10,5

z

fzzezi

p

=+=--

;
	
[image: image394.wmf]43

0

(),1;

fzzzzi

=-=-



	3.5 
	
[image: image395.wmf]0

()cos2,10,5

fzzziz

p

=+=+

;
	
[image: image396.wmf]0

(),ln2;

z

fzzezi

=-=+



	3.6 
	
[image: image397.wmf]0

()sin3,0

fzzziz

=-+=

;
	
[image: image398.wmf]0

()sin,0,25

fzzzz

p

=+=



	3.7 
	
[image: image399.wmf]2

0

(),ln4

z

fzzezi

=+=+

;
	
[image: image400.wmf]0

()8,1;

z

fzzezi

=+=+



	3.8 
	
[image: image401.wmf]0

()2,1

z

fzzeizzi

=-=-

;
	
[image: image402.wmf]0

()sin(1),;

fzzizzi

=-+=



	3.9 
	
[image: image403.wmf]32

0

()9,14

fzzzzzi

=+-=+

;
	
[image: image404.wmf]2

0

()4,12;

fzzzzi

=-=+



	3.10 
	
[image: image405.wmf]0

()2,ln5

z

fzzez

=+=

;
	
[image: image406.wmf]2

0

()sin,1;

fzzzzi

=+=+



	3.11 
	
[image: image407.wmf]0

()cos,0,25

fzzzz

p

=+=

;
	
[image: image408.wmf]0

(),ln2;

z

fzzez

==



	3.12 
	
[image: image409.wmf]2

0

(),3

fzzzzi

=-=+

;
	
[image: image410.wmf]0

()sin2,6;

fzzzz

p

=+=



	3.13 
	
[image: image411.wmf]2

0

()3,45

fzzzzi

=+=-

;
	
[image: image412.wmf]2

0

()52,4;

fzzzzi

=-+=-



	3.14 
	
[image: image413.wmf]0

()2,ln20,5

z

fzzezi

p

=+=+

;
	
[image: image414.wmf]2

0

()34,15;

fzzzizi

=+-=+



	3.15 
	
[image: image415.wmf]0

()sin,1

fzzzzi

=+=+

;
	
[image: image416.wmf]0

(),1

z

fzzeizzi

=+=+

.


Решение типовых примеров

1 Проверить, является ли дифференцируемой функция а) 
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 непрерывна на всей комплексной плоскости 
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Условия Коши-Римана
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выполняются в любой точке 
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2 Найти аналитическую функцию 
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Решение. Частные производные первого и второго порядков функции 
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Функция 
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Согласно теореме 4, существует функция 
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Дифференцируя последнее равенство по переменной 
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Тогда аналитическая функция имеет вид
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Искомая функция примет вид
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3 Найти коэффициент растяжения и угол поворота при отображении 
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Лабораторная работа №4 Интегрирование функции комплексной переменной

1 Вычислить интегралы (в интегралах по замкнутому контуру контур обходит против часовой стрелки):
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2 Вычислить интегралы по замкнутому контуру с помощью интегральной формулы Коши (контур обходится против часовой стрелки), сделать чертеж:
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Решение типовых примеров

1 Вычислить интегралы
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Решение. а) по формуле Ньютона-Лейбница имеем:
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б) параметрические уравнения окружности с центром в точке 
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Отсюда комплексно-параметрическое уравнение окружности есть 
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Тогда по теореме 1 получим:
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в) имеем:
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2 Вычислить 
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Решение. 1 способ. Так как контур интегрирования – прямая 
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2 способ. Выделим действительную и мнимую части исходной функции:
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3 Вычислить 
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Тогда по теореме 1 получим
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4 Вычислить 
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 – отрезок прямой 
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Решение. Параметрические уравнения контура 
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5 Вычислить 
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Решение. Функция 
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)


23


fzz


=+




  23 fzz



 аналитична всюду на 
[image: image633.wmf]£
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6 Вычислить интеграл 
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Решение. Особыми точками функции 
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а) внутри области 
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, ограниченной окружностью 
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.  В силу теоремы Коши (практическое занятие 3) имеем
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б) внутри области, ограниченной окружностью 
[image: image652.emf]23
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в) в области, ограниченной окружностью 
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1 способ Разложим дробь 
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Подставляя в интеграл и применяя интегральную формулу Коши, получим:
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2 способ Построим окружности 
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 малых радиусов таких, чтобы окружности не пересекались и целиком лежали в круге 
[image: image667.emf]25


z


-£




25 z



. В трехсвязной области, ограниченной окружностями 
[image: image668.emf]25


z


-=




25 z



, 
[image: image669.emf]1


g




1



 и 
[image: image670.emf]2


g




2



 подынтегральная функция аналитична всюду. По теореме Коши для многосвязной области (практическое занятие 3) имеем
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image673.wmf](
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7 Пользуясь интегральной формулой Коши, вычислить интеграл 
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Решение. Внутри области, ограниченной окружностью 
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Перепишем заданный интеграл так 
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Функция 
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8 Вычислить интегралы

а) 
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Решение. а) особые точки функции 
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Преобразуем подынтегральную функцию:
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Тогда по следствию 2 теоремы 4 получим
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б) подынтегральная функция 
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Лабораторная работа 5 Ряды Тейлора и Лорана
1 Разложить функции в ряд Тейлора по степеням 
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2 Разложить функции в ряд Лорана в окрестности изолированных особых точек и определить область сходимости полученного ряда:
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Решение типовых примеров
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Используя основное разложение функции 
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Область сходимости данного ряда 
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Ряд для первой функции сходится при условии 
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Ряд для первой функции сходится, если 
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Ряд для первой функции сходится в области 
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Разложение в окрестности точки 
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Лабораторная работа 6 Вычеты
1 Найти особые точки и определить их характер для функций:
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2 Найти вычеты в изолированных особых точках функций:
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3 Пользуясь теоремой Руше, найти количество корней уравнения, лежащих внутри круга 
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Решение типовых примеров:
1 Какую особенность в точке 
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Решение. 1 способ Точка 
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Видно, что ряд Лорана в точке 
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 не содержит членов с отрицательными степенями, т. е. не содержит главной части. Согласно теореме 3 точка 
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2 Какую особенность в точке 
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Решение. 1 способ Имеем:
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Следовательно, данная функция не имеет предела в точке 
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2 способ Разложение в ряд Лорана функции 
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Видно, что главная часть ряда Лорана содержит бесконечное число членов. Согласно теореме 5 точка 
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3 Определить какую особенность в бесконечно удаленной точке имеет функция 
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Решение. Произведем замену переменной 
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Возвращаясь к переменной 
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Видно, что ряд Лорана не содержит правильную часть. Следовательно, точка 
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 является устранимо особой точкой.

4 Найти особые точки и определить их характер для функции 
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Решение. Особая точка функции 
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Значит, 
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 является устранимой особой точкой функции.

2 способ. Разложение в ряд Лорана в окрестности точки 
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Ряд Лорана не содержит главной части, значит по теореме 3 точка 
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5 Найти особые точки и определить их характер для функции 
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Решение. Найдем особые точки функции из условия: 
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Решая уравнение, получим две особые точки 
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Согласно определению, точка 
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Так как    
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6 Найти особые точки и определить их характер для функции  
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Решение. Особая точка функции 
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Для функции 
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7 Определить характер особой точки 
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Решение. 1 способ Рассмотрим поведение функции на действительной и мнимой осях. 
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Отсюда следует, что функция 
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2 способ Разложим функцию 
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Главная часть ряда Лорана содержит бесконечное число слагаемых, поэтому точка 
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8 Найти вычеты функции 
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Решение. Изолированными особыми точками данной функции являются 
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Для точки 
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Вычет в бесконечно удаленной точке 
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9 Вычислить вычет функции 
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Решение. Точка 
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Отсюда находим 
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10 Найти вычеты в особых точках функции  
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Решение. Изолированные особые точки функции 
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Находим вычет в бесконечно удаленной точке 
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11 Найти вычеты в особых точках функции 
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Решение. Изолированные особые точки функции есть 
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Точка 
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Таким образом находим  
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Значит,   
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12 Найти вычеты функции в особых точках 
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Решение. Особая точка функции 
[image: image1120.wmf]1

=

z

 есть полюс 2-го порядка. По формуле находим


[image: image1121.wmf](

)

1

Res

z

fz

=

=
[image: image1122.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

2

1

1

lim1

21!

1

z

dz

z

dz

z

®

æö

ç÷

-=

ç÷

-

-

èø


[image: image1123.wmf](

)

2

11

limlim22

zz

zz

®®

¢

==

.
13 Пользуясь теоремой Руше, найти количество корней уравнения 
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Лабораторная работа 7 Вычисление интегралов с помощью вычетов
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Решение. Контур 
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Решение. Так как подынтегральная функция 
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Введем функцию 
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Тогда получим:
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Лабораторная работа 8 Элементы операционного исчисления
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3 Методами операционного исчисления решить задачу Коши:
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4 Методом операционного исчисления найти решение системы дифференциальных уравнений с заданными начальными условиями:
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Решение типовых примеров

1 Найти изображения функций:
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Функция 
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2 Пользуясь определением, найти изображение функции 
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Выразим искомый интеграл:
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3 Пользуясь свойством подобия, найти изображение функции 
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4 Пользуясь свойством смещения, найти изображение оригинала 
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5 Пользуясь свойством запаздывания, найти изображение оригинала 
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6 Найти изображение функции 
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Значит, 
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7 Найти изображение функции 
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Применяя свойство дифференцирования изображения, получаем
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8 Найти изображение оригинала 
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По свойству интегрирования оригинала получим:
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9 Используя свойство интегрирования изображения, найти изображение интегрального синуса 
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10 Найти изображение оригинала 
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Решение. Оригинал 
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11 Найти оригинал по изображению 
[image: image1640.wmf](
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Решение. Найдем оригинал непосредственно с помощью свойств преобразования Лапласа и таблицы изображений. Поскольку 
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то на основании формулы Дюамеля имеем
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12 Найти оригинал по изображению 
[image: image1645.wmf](
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Решение. Из таблицы изображений имеем 
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13 Найти оригинал по изображению 
[image: image1649.wmf](
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Решение. Функция 
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Следовательно, по 1-й теореме разложения при 
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14 Найти оригинал, соответствующий изображению
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Решение. Представим 
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Находим коэффициенты:
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Тогда по 2-й теореме разложения найдем оригинал:
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15 Найти оригинал по изображению 
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Решение. Функция 
[image: image1668.wmf](
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– для 
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)

(

)

20

3

4

4

8

2

1

4

8

2

1

4

2

3

1

2

2

2

'

2

2

i

i

i

i

i

p

p

p

p

Q

p

P

i

p

i

p

+

=

+

+

=

-

-

-

-

=

+

+

-

=

-

=

-

=

;

– для 
[image: image1676.wmf]i

p

2

3

=



[image: image1677.wmf](

)

(

)

20

3

4

4

8

2

1

4

8

2

1

4

2

3

1

2

2

2

'

3

3

i

i

i

i

i

p

p

p

p

Q

p

P

i

p

i

p

-

=

-

-

=

+

-

+

-

=

+

+

-

=

=

=

,

то по 2-й теореме разложения получим:
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16 Найти оригинал по изображению 
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Решение. Функция 
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Следовательно, по второй теореме разложения находим:
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17 Найти оригинал по изображению 
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Решение. Аналитическим продолжением функции 
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18 Решить уравнение 
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Решение. Пусть 
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По свойству дифференцирования оригинала
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В результате приходим к алгебраическому уравнению:
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Отсюда получаем:
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Разложив изображение 
[image: image1707.wmf](
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 на простейшие дроби и используя таблицу изображений, находим решение задачи Коши:
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19 Решить уравнение 
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Решение. Пусть 
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Подставляя в дифференциальное уравнение и преобразовывая, получим:


[image: image1719.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

=

-

+

-

-

=

-

-

+

-

+

-

-

=

3

2

36

13

15

6

56

1

2

6

15

2

2

3

2

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

Y



[image: image1720.wmf]3
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По таблице оригиналов находим:
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Тогда получаем:
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20 Решить задачу Коши 
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Решение. Положим 
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так как значению 
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и операторное уравнение примет вид:
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Решая уравнение, находим 
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Заменив 
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21 Найти решение системы дифференциальных уравнений
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удовлетворяющее начальным условиям 
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. Применяя преобразование Лапласа к данной системе, получим систему операторных уравнений 
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Определитель данной системы 
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Тогда решение относительно изображений есть 
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Переходя от найденных изображений к оригиналам, при 
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22 Решить систему дифференциальных уравнений 
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удовлетворяющую начальным условиям 
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Решение. Пусть 
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Переход к уравнениям в изображениях дает систему операторных уравнений
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Решаем систему по формулам Крамера:
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Тогда 
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Итак, решение системы 
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